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摘 要 :是 索 是 一 种 典型 的 大 跨度 低 阻尼 柔性 系统 ,其 包含 平方 和 立方 非 线 性 特征 ,从 而 呈现 出 各 
种 非 线 性 动力 学 行为 ,尤其 是 在 不 同 模 态 之 间 发 生 的 耦合 共振 响应 。 此 外 实际 工程 中 悬 索 受 气温 、 
太阳 辐射 \, 风 等 因素 影响 ,周围 温度 场 变 化 明显 ,而 悬 索 线性 和 非 线性 振动 特性 对 于 温度 变化 较为 
感 。 CO ERU EA 3:1 内 共振 为 例 ,将 之 前 忽略 模 态 耦 合 的 单 自由 度 模 型 扩 
展 到 两 自由 度 模 型 ,并 利用 多 尺度 法 求 得 系统 直角 坐标 下 的 平均 方程 。 基 于 所 绘制 的 系统 各 类 响 
应 曲线 ,对 温度 变化 下 悬 索 模 态 耦 合 振动 特性 开展 详细 论述 。 数 值 算 例 结 果 表 明 :温度 下 降 ( 上 升 ) 
时 Irvine 参数 更 大 (更 小 ) 的 悬 索 容 易 发 生 3:1 内 共振 ;在 内 共振 的 区 间 , 低 阶 模 态 响应 幅 值 受 温度 
变化 的 影响 大 于 高 阶 模 态 的 响应 幅 值 ; 霍 普 夫 分 岔 对 于 温度 变化 的 敏感 程度 要 高 于 鞍 结 点 分 岔 ;在 
BARREN ,系统 周期 运动 对 温度 变化 较为 敏感 ,温度 变化 有 可 能 导致 系统 的 周期 运动 变 为 非 
周期 。 
关键 词 : 悬 索 ; 温 度 变 化 ;内 共振 ;立方 非 线 性 ;分 贫 与 混沌 
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Modal coupled vibration characteristics of suspended 
cables with temperature conditions 


LIN Henghui, ZHAO Yaobing, ZHENG Panpan, WU Xianqiang, ZHANG Xintao 


( College of Civil Engineering, Huaqiao University ,361021 Xiamen , China) 


Abstract: The suspended cable is a typical flexible mechanical system with large span and low damping. 
The system has quadratic and cubic nonlinearities , which leads to it including rich nonlinear behaviors, 
especially the coupling resonance between different modes. In addition, due to the influence of tempera- 
ture , solar radiation , wind and other factors , the surrounding temperature field of cable changes obviously , 
and linear and nonlinear vibration characteristics of suspension cables are sensitive to temperature chan- 
ges. In this paper, the suspension cable simultaneously has the primary resonance and the three-to-one 
internal resonance as an example,the single degree of freedom model which ignores modal coupling was 
extended to multi-degree of freedom model. The average equations of polar and Lagrange coordinates are 


obtained by multiscale method. Based on the various response curves of the system, the modal coupling 
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vibration characteristics of the suspension cable under different temperature are discussed in detail. The 


numerical example results show that; when the temperature drops (rises) ,the suspension cables with lar- 


ger (smaller) Irvine parameters are prone to the three-to-one internal resonance. In the region of internal 


resonance ,the influence of temperature changes on the response amplitude of low-order mode is greater 


than that of high-order mode. The sensitivity of Hopf bifurcation to temperature change is higher than that of 


saddle bifurcation. In the resonance region,the periodic motion of the system is sensitive to temperature 


changes , and the periodic motion of the system may become aperiodic motion when the temperature changes. 


Key words suspended cable; temperature change; internal resonance; cubic nonlinearity ; bifurcation and 


chaos 


对 于 多 自由 度 系统 或 者 连续 系统 而 言 ,频率 之 
间 的 公 倍 关系 可 能 引发 内 共振 ,导致 模 态 之 间 发 生 
能 量 传递 和 相互 作用 。 内 共振 在 结构 振动 中 普遍 存 
TE JA, E ste EGRE. 等 基本 构件 到 大 跨度 
索 结 构 '” 等 复杂 系统 。 在 不 同 模 态 之 间 , 能 量 有 可 
能 发 生 传递 ,引发 系统 产生 大 幅 振 动 ”*。 

索 是 一 类 典型 的 大 跨度 低 阻 尼 结 构 , 由 于 初始 
张 拉 力 和 重度 导致 该 系统 同时 具有 立方 和 平方 非 线 
性 ,其 模 态 之 间 存 在 着 丰富 的 内 共振 现象 。 目 前 ， 
关于 索 的 内 共振 响应 已 经 有 了 丰富 的 研究 成 果 , 研 
究 人 员 通 过 建立 悬 索 的 非 线性 动力 学 模型 ,并 采用 
摄 动 分 析 和 各 种 数值 计算 方法 "" ,深入 研究 了 模 态 
间 的 1:1、2:1 和 3:1 等 各 类 内 共振 响应 。 从 中 
发 现 了 多 解 . 跳 跃 . 饮 和、 分 伟 和 混沌 等 丰富 的 非 线 
性 动力 学 现象 ,也 进一步 说 明了 索 模 态 间 耦合 振动 
的 复杂 性 ,以 及 实际 工程 中 无 法 忽略 索 内 共振 带 来 
的 影响 。 

此 外 索 结 构 在 太阳 辐射 \ 风 、 雨 等 因素 影响 下 ， 
在 工程 实践 中 常 处 于 复杂 且 时 变 的 温度 场 中 心 ] 。 
已 有 研究 主要 针对 索 本 身 固 有 的 线性 和 非 线 性 振动 
特性 ,倘若 进一步 考虑 外 界 环境 影响 , 索 结构 模 态 间 
耦合 振动 特性 又 将 发 生 怎样 改变 , 现 有 研究 并 未 给 
出 。 已 有 研究 基于 单 模 态 离散 模型 ,系统 分 析 了 悬 
RE PUE E p 1 和 参数 激励 下 局 部 与 全 
局 非 线性 振动 特性 受 温度 变化 的 影响 ,温度 变化 会 
引起 系统 参数 发 生 改 变 ,可 能 导致 系统 共振 特性 出 
现 定性 和 定量 变化 。 

由 于 巧 索 模 态 耦 合 振动 的 复杂 性 ,上 述 研究 忽 
略 了 模 态 间 的 内 共振 ,无 法 探究 温度 变化 对 模 态 间 
耦合 振动 的 影响 。 本 研究 旨 在 将 悬 索 单 自 由 度 模型 
推广 到 多 模 态 系统 ,通过 研究 系统 多 模 态 间 的 耦合 


振动 特性 ,利用 多 尺度 法 结合 各 类 数值 计算 方法 YE 
和 探究 考虑 温度 效应 影响 下 的 悬 索 模 态 耦 合 非 线性 
振动 特性 。 


1 数学 模型 


图 1 中 水 平 悬 索 左 右 两 端 分 别 悬 挂 于 O 和 中 两 
点 ,其 跨度 为 了 ,假设 0 点 为 原点 ,建立 坐标 系 0-xy。 
温度 变化 会 导致 悬 索 形 成 新 的 热 应 力 平衡 构 形 , 悬 
索 在 初始 和 热 应 力 状态 下 的 悬 索 的 垂 度 分 别 用 ”和 
br 表示 。 假 设 外 部 激励 是 均 布 简 谐 荷载 ,w(x,:) 和 
zx 区 则 分 别 代表 在 外 部 激励 下 系统 的 轴 向 以 及 坚 
向 位 移 。 当 温度 变化 范围 为 +40 立时 ,假设 温度 变 
化 对 结构 弹性 模 量 、 阻 尼 系 数 以 及 横 截 面 面 积 影响 
JN, RIDES ET 。 


Cy X 


| 静态 构 形 
D 
" 


动态 构 形 
图 1 悬 索 构 形 示意 图 
Fig.1 Schematic diagram of suspended cable configurations 
I FE RES di 2E y Jg PRURES SP 81] e 9 T VL 3 831 7 
gut» 
" . 245 EALUy. Aftfvo v? 
m v-c,v -yar - pia 十 了 ) Cz 十 5e 
= F,cos( Qt) (1) 
其 中 :mm 和 分 别 为 悬 索 单 位 长 度 质量 和 阻尼 系数 ; 
E KERE; H 为 水 平 初 张力 ;4 为 横 截 面 面 积 ;7 
为 静态 构 形 ,采用 抛物 线 表 示 , 且 7y(x) 24b(L -x)* 
x/ 忆 ;FF, 和 0 为 外 激励 幅 值 和 频率 ;xy 是 由 温度 变 
化 产生 的 张力 改变 系数 ' ,其 等 于 温度 变化 后 的 张 
DELI SEA PES NM 


热 应 力 构 形 (A7 >0 'C) 
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引入 以 下 无 量 纲 参 数 


à vC D oL 
atyp EM 


su Rb p _EA p. 2 FD 
C, ae 2953455 aad H’ 


8 
._ 8 
a - Pho (2) 


忽略 上 标 星 号 ,可 得 无 量 纲 化 的 运动 方程 , 即 


de 
D +CD- YAN 一 of 2- «v)f e eire 
0 


= F,cosCQQD (3) 
采用 Galerkin 截断 , 仅 考 虑 发 生 内 共振 的 两 个 
模 态 , 即 m 入 阶 模 态 ,将 空间 x 和 时 间 上 上 分离 , 即 
VOX, E) = Pn CDn E) + pix) qt) (4) 
其 中 : op;(x) 表示 模 态 函数 ; q;(1) 表示 广义 坐标 ,这 
里 i = m,n ,其 中 模 态 函 数 pu (x). 根据 线性 分 析 
可 得 


正 对 称 模 态 
p(X) = gfi 一 cos( 2i) - tan( -2^ )sin[ I : 
Xar 2Yar! Xar 
(i=1,3,5,.…) 
反对 称 模 态 


pix) = V2sinCinx) , @; = Xarit , (i = 2,4,6,2 
将 式 (4) 代 入 式 (3) 中 ,可 得 两 自由 度 方 程 , 即 

qn + Mmd m + Od, 十 Ad. 十 A maamin + Aq. 十 
Ig 本 124; * L lni, 本 La. = f, cos Q) 

(5) 
q, 十 21d, 十 0d, + Ana 十 A aman + ABl, + 
Iug. 十 Lotan + Lolani, + ns E f, cos (Qt) 

(6) 
其 中 , 非 线性 项 系数 如 附录 A 所 示 。 


2 Siu 


采用 多 尺度 法 ,位 移 对 应 的 广义 坐标 为 qi (t;e) = 
> e qu (To, T,, T,) ,其 中 : T, = c't, (i =0,1, 


2), $k o/0t = V. e D, , D; = 9/8 T, , HIRA 
3X (5) 和 式 (6) 中 ,根据 e 阶 数 得 到 各 阶 微分 方程 组 。 
一 阶 方程 的 解 可 以 假设 为 qu 二 A,( T, , 7,) grim tcc, 
k = m,n 。 将 该 解 代入 到 二 阶 方程 中 ,得 其 近似 解 。 
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考虑 3: 1 内 共振 时 ,外 激励 频率 Q 与 m 和 nn 阶 
模 态 频率 (w, 和 o, ) 的 差 值 采 用 调谐 参数 o KK 
I, 3 w FIL co, 的 差 值 则 用 调谐 参数 o, 来 描述 ,三 者 
的 关系 式 分 别 为 : N = o, +eol 和 w= 3w,,+eo0,， 
其 中 i = m,n 。 将 二 阶 方程 的 近似 解 代入 到 三 阶 方 
程 ,可 得 


2io (A, + UnAn) = KS AMA, + KA,A,A, + 


mm mm mm^ ^ m*^n*^n 
S A A ie2o270 Pas ig2o, To (7) 
EAS 十 2 km € 
. . $e E 
2iw, (A, 十 IA, ) = K rA, A, 十 KASS, 十 
3 -ie2o270 Sa ig2o, To 
S, Ane + Oe 


(8) 
其 中 , 非 线 性 相互 作用 系数 K; 及 S, 见 附 录 B。 
将 4 表示 成 直角 标 形 式 A = 
[PCD 一 9gCD]e 
2 


J = m,n ,代入 可 得 


S(gng» -nd + 2pnpngdn) _ 
Bwm 


Pm = 一 Mnpn 一 UVngn + 


K nman (Pn + du) — KwüsCp, + qs) 
Bwn 8w 


(9) 


m 


Yi S n. x 十 2 m m n Ed a n 
Qn Tie Mmm + UmPm + (p B E d 4 a p ) + 


8o,, 
Kp (ps, + d.) , Kp, (p, + d.) NAT 
Bwn 8o,, 20,, 
(10) 
p 3 
; S(— 3gnpn + 4n) 
Pn s T KnPn pz U,iqQ, 十 24w I 
Kada Pa tq) Kandal Pa + 0.) 
- (11) 
8o, 8o, 
S(D -3p,q.) 
qn Kndn + UPn T ^ — 24g. F 
Kp(pr +G) Kp(p, * 4.) fo, 
nn. n n n + nm. n m m $ n kn. (12) 


8o, 8w, 2w 


n 


其 中 : 当 激 励 直 接 作用 在 低 阶 模 态 时 (2 = wn), 
v, 70, ,v, 732o,-0, ; 当 激 励 直 接 作 用 在 高 阶 模 
态 时 ( Q =w, ),v, = (0, *0)/3 ,v, = ol ,此 外 


系统 的 响应 振幅 : an = Vp. tq. ,a, = Ip. * ie 
3 数值 算 例 与 分 析 


选取 悬 索 结 构 参 数 为 已 =200 GPa, p = 


投稿 网 站 :http://ejam. xjtu. edu. cn 微 信 公众 号 :应 用 力学 学 报 


868 应 用 力学 学 报 


7 800.0 kg/m ,4 27.069 x 10 ^m^,, 2200.0 m,a = 
1.2 x10 7*6 7,g 29.81 m/s? ,假设 阻尼 系数 分 别 为 
0. 006( 高 阶 模 态 ) 和 0. 005( 低 阶 模 态 ) 。 为 了 综合 
反应 悬 索 质 量 、 跨 度 、 抗 拉 刚 度 等 性 质 , 此 处 引入 
Irvine 参 数 '” ,其 表达 式 为 A? = (mgL/H)' EA/H , 
如 图 2 所 示 , 忽 略 阻 尼 项 、 激 励 项 和 非 线 性 项 ,对 悬 
索 进行 特征 值 分 析 , 得 到 其 在 不 同 Irvine 参数 了 下 的 
前 十 阶 模 态 频率 (不 考虑 温度 变化 影响 下 )。 在 图 2 
中 的 (a) ~(g) 处 ,两 个 模 态 频率 之 间 会 呈现 出 3 倍 
关系 。 因 为 并 不 是 频率 之 间 存 在 公 倍 关系 就 一 定 会 
发 生 内 共振 ,因此 计算 可 知 图 中 (b)、(d) 和 (e) 三 处 ， 
悬 索 两 个 正 对 称 模 态 之 间 会 发 生 3: 1 内 共振 啊 应 。 

本 研究 聚焦 于 悬 索 一 阶 和 三 阶 正 对 称 模 态 之 间 
发 生 的 3: 1 内 共振 ,图 2 中 (p) 处 。 通 过 数值 算 例 揭 
示 温 度 变 化 对 悬 索 动 力学 行为 的 影响 。 由 于 温度 变 
化 会 导致 悬 索 模 态 频率 发 生 改 变 , 因 此 将 (b) 处 放 
大 ,考虑 温度 变化 +40 % 时 ,其 模 态 频率 的 变化 如 
图 所 示 。 图 中 的 一 阶 (三 阶 ) 正 对 称 模 态 频率 对 应 
于 甚 索 第 一 阶 (第 五 阶 ) 频 率 。 为 描述 频率 间 关 系 ， 
将 第 一 阶 频率 放大 3 倍 ,图 中 交点 处 有 可 能 出 现 3:1 
内 共振 ,而 频率 间 公 倍 关系 会 受 温度 变化 影响 会 有 


第 40 卷 
改变 , 导致 交点 发 生 偏 移 。 随 着 温度 的 升 高 ( 降 
低 ) ,Frvine 参数 较 小 ( 较 大 ) 的 悬 索 更 容易 发 生 耦 合 
共振 。 甚 索 在 各 种 温度 变化 情况 下 的 参数 大 小 及 线 
性 / 非 线 性 系数 的 值 均 发 生变 化 ( 表 1)。 


(a)(b)(o)(d) (e) (f) (g) 


二 阶 反 对 称 
一 阶 正 对 称 
一 阶 反 对 称 


Fig.2 Mode frequencies of suspended cables 


表 1 温度 变化 下 悬 索 系 数 表 


Tab.1 Coefficients of suspended cbale under temperature variations 
m n AT log Gum om! Kun Knn Kyo Kum 35,, Sm 
1 5 -40 2.12 1. 862 5.621 687 116 -1.05 x108 8.05 x 10° -223 711 
0 1.50 1.663 5.008 548 756 -8.37 x10? 6.43 x 106 — 185 840 
+40 0.97 1.434 4.327 413 308 -6.24 x10? 4. 84 x 109 一 136 564 
0.006 z x Z T 
To 直接 激励 幅 值 ,a 为 内 共振 响应 幅 值 ,HB 和 SN 分 别 
一 稳定 (-40 1 


不 稳定 (-40 'C) 
数值 积分 解 (-40 °C) 
(40 ©) 


a.d; 


不 稳定 (40 IC) 

e 数值 积分 解 (40 C) 

902 HR iot 40 'C 
k 5 —ÁÀ 


210 -0.5 0.0 0.5 1.0 
o 


到 3 不 同 温 度 变化 条 件 下 的 幅 频 响应 曲线 
(f; 20.002 5 fll o, = 0) 


Fig.3  Frequency-response curves under different temperature 


conditions when f; 20.002 5 and o, =0 
首先 ,假设 外 激励 直接 作用 在 高 阶 模 态 上 (/ = 
0) ,得 到 的 幅 频 响应 曲线 如 图 3 所 示 。 此 时 系统 存 
在 明显 的 单 模 态 解 和 两 模 态 解 (内 共振 ) ,其 中 os 为 


表示 和 霍 普 夫 分 岔 和 贰 结 点 分 个 , 实 线 和 虚线 分 别 表 
示 稳 定 和 不 稳定 解 。 温 度 降低 时 ,系统 的 共振 幅 值 
a 和 a; 均 减 小 ,而 振幅 a, 对 于 温度 的 变化 则 更 加 人 敏 
感 。 而 在 内 共振 区 域 ,高 阶 模 态 可 以 将 大 量 能 量 通 
过 内 共振 传递 给 低 阶 模 态 ,从 而 引起 低 阶 模 态 的 大 
幅 振动 。 此 时 随 着 o 不 断 增加 ,在 内 共振 区 域内 ， 
上 和 os 均 减 小 ,在 霍 普 夫 分 岔 HB 后 由 不 稳定 变 为 
稳定 ,并 直到 通 结 点 分 贫 SN ,此 处 系统 将 发 生 跳跃 
现象 ,在 此 之 后 ,ai 消失 ,系统 由 两 模 态 解 变 为 单 模 
态 解 。 如 图 所 示 获 结 点 分 倪 对 温度 的 敏感 程度 不 如 
霍 普 夫 分 倪 。 此 外 采用 直接 数值 积分 求解 方程 组 
(5) ~ (6) ,结果 表明 数值 积分 解 与 多 尺度 法 得 到 的 
摄 动 解 吻 合 较 好 。 
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假设 外 激励 作用 在 低 阶 模 态 (jf; =0) ,在 相应 的 
调谐 参数 下 (ol = -0.2 和 o,=0), 图 4 给 出 了 蔡 
索 在 第 一 阶 正 对 称 模 态 发 生 主 共振 情况 下 的 激励 响 
应 幅 值 曲 线 。 由 于 内 共振 的 存在 , 受 外 部 直接 激发 
模 态 的 振幅 a, 与 通过 内 共振 激发 的 模 态 的 振幅 as 
之 间 发 生 能 量 传递 量 存 在 相位 差 。 图 4 可 以 观察 到 
温度 变化 引起 了 系统 共振 产生 明显 的 变化 。 尤 其 是 
对 于 大 幅 振 动 的 区 间 , 随 着 外 激励 幅 值 有 增加 ,温度 
变化 的 影响 变 得 更 加 明显 。 


一 一 稳定 (40 C) 
—— 不 稳定 (40 C) 


0.000 0.002 0.004 0.006 
fi 


到 4 不 同 温度 变化 条 件 下 的 幅 频 响应 曲线 
(o = -0.2 fll a, 20) 


Fig.4  Frequency-response curves under different 


temperature conditions when ol = —0.2 and o, =0 

在 温度 升 高 的 条 件 下 ,响应 振幅 和 as 都 增 
加 。 具 体 而 言 ,对 于 低 阶 模 态 振幅 a, DRUSI TR TEE f, 
从 0 开始 增 大 时 ,出 现 了 一 个 不 断 增 大 的 非 平凡 解 。 
随 着 激励 幅 值 继续 增 大 ,在 第 3 个 鞍 结 点 分 倪 SN, 
处 失去 稳定 性 , 非 平 几 解 出 现 明显 的 跳跃 现象 , 幅 值 
迅速 增加 ,上 且 A7 =40 时 的 跳跃 现象 发 生得 更 早 。 
与 此 同时 ,内 共振 响应 振幅 os 开始 并 没有 被 激发 , 当 
FAKE 0. 002 附近 才 出 现 微小 的 振幅 , 且 随 着 f 进 
一 步 增 大 ,as 同样 在 SN; 发 生 跳跃 。 当 AT7 = -40 C 
时 ,SN; 出 现在 更 大 的 激励 幅 值 处 。 当 激励 幅 值 等 
于 0.006 时 , 腑 索 会 出 现 明 显 的 内 共振 , 且 有 两 个 稳 
定 的 振幅 ,两 个 振幅 的 出 现 与 系统 的 初始 条 件 相 关 。 
当 态 不 断 减 小 时 ,可 以 看 到 两 个 霍 普 夫 分 贫 HB 和 
HB 以 及 坑 结 点 分 贫 SN 。 值 得 注意 的 是 , 鞍 结 点 分 
岔 受 温度 变化 的 影响 较 小 , 堆 普 夫 分 岔 对 于 温度 变 


化 较为 敏感 。 在 升温 环境 中 , 霍 普 夫 分 岔 将 发 生 在 
激励 幅 值 更 小 的 位 置 。 
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接 下 来 假设 外 部 激励 幅 值 为 0.0025, 图 5 给 
出 了 考虑 温度 效应 时 的 幅 频 响应 曲线 (s, 20). 24 
温度 从 40 C 下降 到 -40% 时 ,曲线 向 左 偏转 程度 增 
加 , 即 非 线性 系统 呈现 出 更 强 的 软 弹簧 特性 。 当 调 
谐 参 数 ,从 -1.0 开始 增 大 时 ,在 小 振幅 区 间 , 受 直 
接 激励 模 态 的 响应 幅 值 a 不 断 增 大 (此 时 as 等 于 
0) ,直到 出 现 第 一 个 贰 结 点 分 岔 SN, ,系统 发 生 跳跃 
现象 。 倘 若 s, 继续 增 大 ,不 动 点 在 霍 普 夫 分 贫 HB, 
处 失去 稳定 ,在 霍 普 夫 分 贫 HB, 处 重新 获得 稳定 ,此 
时 响应 幅 值 a, BE e, 的 增 大 而 减 小 。 随 着 s 增 大 , 升 
温 条 件 下 ,系统 的 霍 普 夫 和 鞍 结 点 分 岔 SN 出 现 得 
Æ ,而 SN, 出 现 得 较 晚 。 与 激励 响应 幅 值 曲线 一 致 ， 


在 升温 条 件 下 ,两 个 响应 振幅 a 和 os 均 显 著 增 大 。 


0.008 


E (40 C) 
----- 不 稳定 (40 C) 


—0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 


—0.50 =0.25 0.00 0.25 0.50 


图 5 不 同 温度 变化 条 件 下 的 幅 频 响应 曲线 
(f, =0.002 5 和 o,= 0) 
Fig.5  Frequency-response curves under different temperature 
conditions when f, 20.002 5 and ø, 20 

同样 假设 外 激励 幅 值 为 0.002 5 ,调谐 参数 s 
取 为 -0.15 ,调谐 参数 s, 与 系统 响应 幅 值 曲线 如 图 6 
所 示 。 直 接 激励 模 态 的 振幅 明显 要 大 于 通过 内 共 
振 激发 的 幅 值 a;。 虽 然 在 升温 环境 中 ,两 个 幅 值 均 
会 增加 ,但 是 前 者 受 温度 变化 的 影响 明显 要 强 于 后 
者 。 系 统 出 现 了 3 个 霍 普 夫 分 岔 和 1 T ER AE 
贫 ,系统 在 HB 获得 稳定 ,直到 HB, 点 失去 稳定 性 ， 
然后 在 HB; 再 次 获得 稳定 性 。 当 温度 从 40 CC 下降 
到 -40% 时 ,前 面 两 个 霍 普 夫 分 岔 点 发 生 在 调谐 参 
数 o, 更 大 的 位 置 ,而 第 3 个 霍 普 夫 分 岔 点 则 出 现在 
调谐 参数 o, 偏 小 的 位 置 。 由 此 可 以 看 出 ,温度 下 降 

时 ,内 共振 的 区 间 会 减 小 。 
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6 考虑 温度 变化 影响 的 幅 频 响应 曲线 
(f, 20.002 5 fll o, = -0.15) 
Fig.6 Temperature effects on frequency-response curves 


when f, 20.002 5 and ol = -0.15 
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给 出 了 升温 和 降温 时 系统 的 不 同调 谐 参数 下 的 相位 
图 。 如 图 7 所 示 的 5 组 对 应 参数 的 相位 图 ,此 时 or; 
不 断 减 小 :0. 320—0. 310—0. 300—0. 299—0. 295, 
当 AT 240 CC 时 ,无 论调 谐 参 数 如 何 改变 ,系统 始终 表 
现 出 周期 1 运动。 然而 ,对 于 相同 的 调谐 参数 o ,如 
果 温 度 下 降 到 -40 *C ,该 非 线性 系统 将 通过 倍 周期 
分 岔 最 终 进 入 到 混沌 运动 :周期 1 一 周期 2 一 周期 
4 一 周期 8 一 … 一 混沌 。 由 此 看 出 温度 变化 引起 的 
微小 变化 对 系统 周期 或 非 周期 运动 产生 明显 影响 。 
为 了 进一步 描述 系统 在 不 同 温度 时 的 振动 特 
性 ,图 8 AET o, 20.295 时 系统 的 时 程 曲 线 、 相 位 
图 .频率 谱 和 庞 加 莱 截 面 。 通 过 庞 加 莱 截 面 和 频率 
谱 , 也 进一步 证 实 当 温度 从 40 CRN -40 CHF, Z 


LA 
行为 ,因此 为 了 进一步 揭示 温度 变化 的 影响 ,本 研究 统 由 周期 运动 变 为 混沌 运动 。 
0.000r — 40 C 0000 — 40C 
0.001 r4 | 0.001 
E n | a S 
0.000 ul 0.000 
A 1 
-0.001 = -0.001 S -0.001 Sa -0.001 1 
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图 7 考虑 温度 变化 影响 
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的 相 平面 图 (f=0.0025,o, = -0. 15) 


Fig.7 Temperature effects on phase portraits (f 20.002 5,09, = -0.15) 
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8 不 同 温度 变化 条 件 下 的 时 程 曲 线 、. 相 位 
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Fig.8 Time history curves, phase portraits , frequency spectrums and Poincare sections under different temperature conditions 
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4 4 论 

ZR BESESE- T RA A p BEBUS , For AS B E F 
发 生 主 共振 和 3:1 内 共振 的 情况 ,深入 探讨 不 同 温度 
变化 对 振动 响应 特性 的 影响 。 结 果 分 析 表 明 : 2408 
索 周 围 环 境 温 度 发 生 改 变 时 ,其 固有 频率 间 的 公 倍 
关系 将 被 打破 ,原本 难以 发 生 内 共振 的 悬 索 在 温度 
发 生 改变 下 而 引发 内 共振 。 当 温度 上 升 (下 降 ) 时 ， 
Irvine 参数 更 小 (更 大 ) 的 悬 索 可 能 发 生 3:1 内 共振 。 
当 激励 直接 作用 在 低 阶 模 态 时 , 仅 有 小 部 分 能 量 传 
递 给 高 阶 模 态 ,反之 当 激 励 作 用 在 高 阶 模 态 时 ,会 出 
现 大 量 能 量 传递 到 低 阶 模 态 ,引发 其 大 幅 振动 。 在 
发 生 内 共振 的 区 间 , 低 阶 模 态 响应 幅 值 受 温度 变化 
的 影响 大 于 高 阶 模 态 的 响应 幅 值 。 由 于 温度 变化 会 
导致 分 贫 点 偏 移 , 而且 霍 普 夫 分 岔 对 于 温度 变化 的 
敏感 程度 要 高 于 鞍 结 点 分 岔 。 在 耦合 共振 区 间 , 系 
统 的 周期 运动 对 于 温度 变化 较为 敏感 。 对 于 相同 激 
励 幅 值 和 调谐 参数 ,系统 可 能 经 历 由 周期 运动 向 非 
周期 运动 转变 。 
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